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Nombres de Fibonacci

Approche naive

def fibo(n):

if n <= 1:
return n
else :

return fibo(n -

+ fibo(n - 2)

Programmation dynamique

def fibo2(n):
f=1[0] *x (n+ 1)

fl1] =1
for i in range(2, n + 1):
1) fli] = £[i - 2]
+ f[i - 1]

return f[n]
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Probleme du sac a dos

On dispose de n objets de capacités cy, ..., c, et valeurs
Vi,...,Vp Etant donné un sac de capacité C, quel choix d'objets
permet d'obtenir une valeur maximale ?
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Résolution du sac a dos

Soit plusGrandeValeur[i] [c] la plus grande valeur atteignable
avec les i premiers objets et une capacité c (1 <i<n, 1 <c< ().

Pour le i-ieme objet on a deux options :

@ soit on le prend : vi + plusGrandeValeur[i — 1] [c — ¢;]
@ soit on ne le prend pas : plusGrandeValeur[i — 1] [c].
capacité
~ T
~

nombre d'objets

Jill-Jénn Vie Programmation dynamique



La programmation dynamique consiste a résoudre un probleme

d'optimisation en combinant des solutions a des sous-problémes
stockées au préalable (approche bottom-up)

@ Sous-structure optimale : une solution optimale peut étre
obtenue a partir des solutions optimales de certains
sous-problémes.

@ |l existe un ordre sur les sous-problemes compatible avec la
sous-structure optimale.
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Mais...
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PLOT TWIST

Non,

c'est la discrétisation de I'équation d’'Hamilton-Jacobi-Bellman!

oS(x, t)
;= min [G(x, u, t) + VS(x, t) - fx, u, t)].
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Applications de la programmation dynamique

Algorithmique

Mathématiques : calcul des variations (EDP)
Automatique : théorie du contrdle optimal
Machine learning : apprentissage par renforcement
Croissance économique

Problemes principal-agent

Finances publiques

Politique monétaire et budgétaire

Théorie de la recherche d'emploi

Réchauffement climatique

® 6 6 6 6 6 o6 o6 o o o

Faim dans le monde
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Richard Bellman

e 1920 — 1984

@ 1946 : these a Princeton

@ 1949 : rejoint RAND, un
think tank des US Army Air
Forces

@ 39 livres

@ 619 articles de recherche
publiés

e dont Dynamic Programming

and Lagrange Multipliers
cité 16 268 fois
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Quelques dates

@ 1953 : premier langage de programmation (Autocode)

1953 : An Introduction to the Theory of Dynamic
Programming

1954 : The Theory of Dynamic Programming
1957 : Dynamic Programming

1957 : FORTRAN

1958 : LISP

1968 : The Art of Computer Programming tome 1
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Politique optimale

Une politique optimale est telle que, quels que soient I'état initial
et les décisions initiales, les décisions suivantes doivent constituer
une politique optimale par rapport a I'état résultant des premieres
décisions.
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Probléme des mines d'or

Enoncé

Deux mines d’or, I'une en Anaconda (quantité de minerai x),
I'autre en Bonanza (quantité y).

@ Anaconda : probabilité p; de récolter rix 1 — p; de FAIL.
@ Bonanza : probabilité g; de récolter rny 1 — g1 de FAIL.

Quelle est I'action qui maximise la quantité espérée d'or ?

Soit f(x, y) I'espérance de la quantité d'or extraite avant FAIL.
Si on choisit A :  gain espéré — pi(nx+ fix—nx, y ))
Si on choisit B:  gain espéré — qi(ny+ f x ,y— rny))
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Il faut donc résoudre I'équation :

B pl(rlx—|— f((l—rl)xvy)
fix,y) = max{ gi(ny+ fix,(1 — r)y) } .

L. P qirz

: 1fp1XZ 1*q1y
y
si P, TR, (1= )% y)
1—P1 1_q1 ' (1 —r)xy

Choisir A )
Sinon B fix, (1 —r2)y)

Choisir B.

A X
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Un autre probleme

Enoncé

On dispose de k candidats Prologin et d'un immeuble a n étages.
Pour déterminer |'étage critique, on jette des candidats par la
fenétre. (Si le candidat survit, on peut s’en resservir, sinon on ne peut pas.)
En combien de sauts peut-on étre siir de connaitre |'étage critique ?/

Un algorithme pour k = 2

On répartit les étages en \/n paquets de /n.
On envoie un candidat aux étages : \/n, 2v/n, ..
Puis I'autre aux étages : {/n+ 1, {\/n+2, ..
Complexité : [n/y/n] ++/n—1= O(/n).
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Résolution

Soit nbMinSauts[k][n] le nombre minimal de sauts a effectuer avec
k candidats pour un batiment de n étages.

O — il reste k candidats, n — ¢ étages

vous étes ici ——

x — il reste k— 1 candidats, ¢/ — 1 étages

Il faut donc résoudre I'équation fonctionnelle :

nbMinSauts[k|[n] = 1?22 max{

nbMinSauts|k|[n — ¢
nbMinSautslk — 1][¢ — 1] |~
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Une derniere question

.. D'ou vient le nom « programmation dynamique » ?
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Merci de votre attention!

Exercices laissés au spectateur

e Max le Texan (2007)
@ Urgence réseau (2008)

A résoudre sur prologin.org.
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